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5.1. Introduction

En février 1920, le prestigieux journal PNAS publiait une courte lettre intitulée
The Evidence for the Linear Order of the Genes (Morgan et al. 1920) alimentant le
débat entre deux théories opposées sur 1’organisation des marqueurs génétiques sur un
chromosome. D’une part, Morgan et ses collegues soutenaient que, dans une espece,
les geénes étaient disposés les uns a la suite des autres dans une structure linéaire (voir
aussi chapitre 4). Leur rival scientifique, William Castle, proposait plutdt une organi-
sation tridimensionnelle qui, selon lui, expliquait mieux les distances observées entre
les différents marqueurs (Castle 1919).

Les découvertes subséquentes du XX® siecle ont finalement donné raison a 1’équipe
de Morgan. On leur doit les premieres cartes génétiques, 1’identification d’inversions
dans I’ordre des marqueurs entre différentes especes et la construction d’arbres qui
retracent 1’histoire de ces événements.

Il faudra encore quelques décennies, avec les travaux de Crick et Watson (Crick
et al. 1954), pour établir que les molécules d’ADN forment le support physique de
cette organisation linéaire. Au tournant du XXI® siecle, les avancées des techniques
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128 Modeéles et méthodes pour I'évolution biologique

de séquencage ont permis la comparaison des génomes d’especes de plus en plus
nombreuses, mettant en lumiere une grande diversité de types de réarrangements :
de biologique, le probleme d’expliquer la nature de ces réarrangements est devenu
algorithmique.

Parallelement, I’hypothese de Castle sera partiellement justifiée par la mise en évi-
dence de la structure tridimensionnelle adoptée par les chromosomes a 1’intérieur du
noyau des cellules (Lieberman-Aiden et al. 2009). Oui, les réarrangements se pro-
duisent entre des molécules linéaires, mais les positions affectées par ces réarrange-
ments sont souvent déterminées par leur emplacement relatif dans 1’espace (Nikifo-
rova et al. 2000 ; Yaffe et al. 2010 ; Véron et al. 2011 ; Swenson et Blanchette 2019).

Ce chapitre développe les techniques mathématiques et algorithmiques qui per-
mettent de traiter les problemes de réarrangement de génes, autant dans leur sens
primitif de marqueurs de traits hérités que dans leur interprétation moderne comme
familles de transcrits.

5.2. Ordre linéaire des génes et opérations de réarrangement

Pour étudier les réarrangements, nous avons besoin de définitions abstraites et sim-
plifiées de genes et de chromosomes. Abstraites au sens ou chaque géne correspon-
dra a un segment de chromosome identifié par un nombre et une orientation relative.
Simplifiées, car les découvertes des dernieres décennies ont considérablement revu et
corrigé 1’idée initiale d’un géne comme marqueur discret d’un trait héréditaire (voir
par exemple (Pearson 2006)).

Lorsque 1’on compare I’ordre des génes de deux especes, on fait face a plusieurs
problémes dont le principal est de déterminer si deux génes sont égaux. Cette question
releve de la biologie : le concept de base est celui de génes homologues, définis comme
étant des geénes qui partagent un ancétre commun. Quand une cellule se divise, elle
transmet une copie de son ADN a chacune de ses cellules-filles, et ainsi de suite pour
chacune des nouvelles cellules : théoriquement toutes les descendantes de la cellule
ancestrale ont des genes identiques.

En pratique, plusieurs événements peuvent altérer I’ADN de certaines filles,
comme des erreurs dans le mécanisme de copie ou encore 1’exposition a des facteurs
environnementaux. Si I’ancétre commun est relativement récent, disons quelques
millions d’années, on peut reconnaitre assez facilement les genes homologues, car ils
sont encore presque identiques, et de nombreux outils bio-informatiques ont auto-
matisé ce processus. Nous supposerons donc, dans ce chapitre, que le probleme de
décider si deux genes sont égaux est résolu.

Lorsque 1’on compare le contenu en genes de deux organismes, plusieurs pro-
blemes apparaissent : certains genes peuvent étre répétés dans un méme organisme,
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on parle alors de duplications ; certains geénes peuvent étre présents dans un organisme
et absents dans I’autre, on parle alors d’insertions et de délétions ; enfin, méme en 1’ab-
sence de duplications, d’insertions ou de délétions, la composition des chromosomes,
ou ’ordre dans lequel apparaissent les genes dans un chromosome, peut varier, on
parle alors de réarrangements.

Ce chapitre se concentre sur le probleme de réarrangement entre différentes es-
peces, et nous supposerons que les génomes comparés ont le méme contenu en genes,
sans duplications.

5.2.1. Représentations et définitions de base

Les techniques modernes de séquencage et d’annotation de génomes permettent
d’identifier, pour chaque géne, sa position sur le chromosome ainsi que son orientation
(positive ou négative). Ces informations sont souvent rendues par des diagrammes tel
qu’illustré dans la figure 5.1 ou les genes sont représentés par des fleches orientées, et
étiquetées par un identifiant qui permet de reconnaitre les génes homologues.

Lorsque I’on étudie les problemes théoriques de réarrangements, la représentation
des génomes est encore plus simplifiée : les identifiants des génes sont des nombres
entiers, avec un signe positif ou négatif donnant leurs orientations relatives par rapport
a I’'un des génomes, arbitrairement choisi, dont les genes sont identifiés dans I’ordre
croissant. La figure 5.2 montre un exemple de deux génomes ayant chacun deux chro-
mosomes, avec neuf genes.

Dans cet exemple, le génome B est représenté par :
B=(0123450)(067890)
ol le symbole o indique 1’extrémité d’un chromosome, et le génome A par :
A=(0-145-30)(0-8697-20)

Cette notation indique, par exemple, que les genes 3 et 4 se retrouvent dans des
positions différentes et des orientations relatives opposées dans les génomes A et B.

Les genes étant orientés, on en distingue les deux extrémités : le début et la fin.
Les extrémités d’un géne g seront représentées par les symboles gq et gy respective-
ment. Une adjacence d’un génome est définie comme une paire {u, v} d’extrémités
(notons que les adjacences {u, v} et {v, u} sont les mémes). Lorsqu’une extrémité e
d’un gene correspond aussi a I’extrémité d’un chromosome, appelée télomere, on note
I’adjacence {e, o}.
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fo.1p} {la.4a} {4554} {57.3¢} {3a,0} {o.85} {8a,6a} {6794} {95.7a} {7525} {24,0}

{o.1a} {1524} {2534} {3544} {4554} {550} {o.6a} {6s.7a} {7484} {8594} {95.0}
—_— — — — — —_— — — —

B=(c1 2 3 4 50)(o6 7 8 9c¢c)

Figure 5.2. Représentations des génomes A = (o0 -145-30) (0 -8697-20) et
B= (0123450)(c 6 7890), avec leurs ensembles d’adjacences. On remarque
que seule 'adjacence conservée {4;,54} est commune aux deux ensembles

Par exemple, chaque génome de la figure 5.2 comporte 11 adjacences, dont 7 sont
internes, et 4 situées au bout des chromosomes. Ces adjacences sont toutes différentes
d’un génome a I’autre sauf une, {4, 54}, qui correspond au fait que, dans les deux
génomes, les genes 4 et 5 se suivent dans la méme orientation. Dans ce dernier cas, on
parle alors d’adjacence conservée.

La notion d’adjacences conservées permet de formaliser une derniere notion fon-
damentale, celle de génomes équivalents. En effet, dans la réalité les chromosomes ne
sont pas ordonnés et n’ont pas une orientation fixée. La définition suivante permettra
de décider si deux génomes sont identiques.

DEFINITION 5.1.— Deux génomes sans duplications et ayant le méme contenu en
genes sont équivalents si et seulement si leurs ensembles d’adjacences sont égaux.

Par exemple, les génomes A = (0 120)(0340) et B = (0-4-30)(c120)
sont équivalents puisque leurs adjacences sont, dans chaque cas, {{o, 14}, {1¢, 24},

{2f7 0}7 {Ov 3d}7 {3f’ 4d}7 {4f’ O}}'

5.2.2. Opérations DCJ et graphe des cassures

La plupart des réarrangements qui préservent le contenu en génes d’un génome
peuvent étre modélisés par une opération simple, introduite dans (Yancopoulos et al.
2005) qui agit sur un ou deux brins d’ADN, et qui est basée sur des mécanismes bio-
logiques naturels qui permettent de réparer la rupture accidentelle d’'un chromosome,
suite a un accident chimique, radiologique ou mécanique.

Lors d’une rupture simple, ces mécanismes font, la plupart du temps, leur travail
correctement, comme dans le cas d’une rupture d’un tuyau de plomberie. Il s’agit de
repérer le lieu de la rupture, de couper la section défectueuse et de joindre les deux
bouts.

Si deux brins d’ADN rapprochés sont victimes d’un méme accident, la stratégie
précédente peut donner lieu a des aberrations comme le raccordement de la sortie
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d’eau chaude avec I’entrée d’eau froide. Avec le formalisme introduit dans la section
précédente, si deux adjacences {u, v} et {r, s} sont coupées, il existe trois fagons de
les raccorder :

D {u, s}, {r,v};
2) {u,r},{v, s};
3) {u, v}, {r, s}.

Seuls les deux premiers raccordements modifient la structure d’un génome : nous
désignons I’'une ou I’autre de ces opérations par I’acronyme DCJ, de 1’anglais Double-
Cut-and-Join.

Par exemple, si I’on effectue une opération DCJ sur les adjacences {17,24} et
37,44} du génome A = (o 120) (o034 0),on obtient soit :
f

A = (0140)(0320)
Oou encore :
A" = (01-30)(0-420)

Evidemment, il est possible que les deux adjacences coupées appartiennent a un
méme chromosome. Par exemple, une opération DCJ sur les adjacences {1,24} et
{3¢,44} du génome A = (01234 0) peut produire le génome :

A = (01-3-240)

5.2.2.1. Exercice 1

Quel serait, dans ce cas, le génome obtenu avec 1’opération DCJ alternative ?
(Aide : Oui, il est possible qu'un chromosome n’ait aucun télomere, on parle alors
de chromosome circulaire.)

Etant donné deux génomes, notre objectif immédiat est de déterminer la nature et
le nombre minimal d’opérations DCJ qui permettent de transformer 1’un en 1’autre.
Pour y arriver, nous définissons une structure classique, le graphe de cassures, qui
permet de comparer les ensembles d’adjacences des deux génomes.

DEFINITION 5.2 (Graphe de cassures).— Soit A et B deux génomes avec n génes. Un
graphe de cassures est un graphe non orienté dont les arétes sont colorées en gris ou
en noir. Les sommets du graphe sont les extrémités des n genes, ainsi que le symbole
o : les arétes noires sont les adjacences du génome A, et les arétes grises sont les
adjacences du génome B.
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Figure 5.3. Graphe de cassures des génomes A = (o -145-30) (0 -8697-20)
etB= (01283450)(067890)

Le graphe de cassures des génomes A = (0-145-30)(0-8697-20)et B =
(0123450) (06789 o)estillustré dans la figure 5.3. (Les deux arétes en pointillé
peuvent étre ignorées en premicre lecture. Elles serviront ultérieurement au dénom-
brement de scénarios de réarrangements).

Le graphe de cassures permet de facilement calculer la distance entre deux gé-
nomes, notée dpc s, qui correspond au nombre minimal d’opérations DCJ permettant
de transformer un génome en un autre.

Un cycle élémentaire d’un graphe est un cycle qui ne contient pas deux fois le
méme sommet. Dans un graphe de cassures, un cycle est équilibré s’il a le méme
nombre d’arétes grises et noires. Le graphe de la figure 5.3 a trois cycles élémentaires
et équilibrés dont deux contiennent le sommet o.

Un cycle élémentaire et équilibré est dit complet si tous ses sommets sont des ex-
trémités de genes, a I’inverse il est dit incomplet s’il contient le sommet o. La distance
DCIJ est donnée par la formule :

dDCJ:n—(c+i/2)

ol c est le nombre de cycles complets et ¢ le nombre de cycles incomplets. Cette
formule ne semble pas dépendre du nombre de cycles élémentaires non équilibrés :
il y en a deux dans la figure 5.3 : (55,3, 44,1q,0) et (17,24,0). Ce n’est qu’une
illusion, car il existe des dépendances entre le nombre de cycles non équilibrés et
les valeurs de n, c et i qui font que plusieurs formules différentes sont équivalentes
(Bergeron et Stoye 2013).

5.2.2.2. Exercice 2

Il est intéressant de tracer le graphe de cassures de génomes équivalents. Quel
est le graphe de cassures des génomes A = (0120)(0340) et B =
(0-4-30)(o120) ?En déduire que dpcy(A, B) = 0.
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Dans la prochaine section, nous aurons besoin de calculer toutes les suites d’opé-
rations DCJ de longueur minimale. Nous terminons donc cette section en montrant,
avec un exemple simple, comment on peut calculer au moins une suite de longueur
minimale. Une telle suite sera appelée scénario optimal.

Considérons les génomes A = (01-352-460) et B = (01234560). Le
graphe de cassures correspondant est illustré dans la figure 5.4. Il contient 2 cycles
complets, 2 cycles incomplets et aucun cycle non équilibré, donc la distance entre les
deux génomes est de 6 — (2 + 2/2) = 3 opérations DC]J.

1
L d

35 65

Figure 5.4. Graphe de cassures des génomes A= (o 1-352-460)
etB=(01234560)

Pour réduire la distance n — (¢ + i/2) entre deux génomes, il suffit d’augmenter
le nombre de cycles complets ou incomplets. Notre objectif sera, pour cet exemple,
d’augmenter le nombre de cycles complets.

Dans le cas du cycle de longueur 4, il est facile de le scinder en deux cycles de
longueur 2 avec une simple opération DCJ, tel qu’illustré dans la figure 5.5. Ce réar-
rangement correspond a couper les adjacences noires {2¢,4¢} et {34, 54} du génome
A pour construire les adjacences grises {2, 34} et {34, 4} du génome B, tel qu’illus-
tré dans la figure 5.5. Cette opération transforme le génome A = (0 1-352-460)
enle génome A’ = (o 1-3-2-5-460).

4f 25 4y 2y

{245}, {3a,5a} — {2f,3a}, {47, 54}
o——0o

5% 3d ) 34

Figure 5.5. Division d’un cycle avec une opération DCJ
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Pour les cycles plus longs, comme dans le cas du cycle de longueur 6, plusieurs
stratégies sont possibles. En effet, trois opérations DCJ permettent ici de scinder le
cycle en un cycle de longueur 2 et un cycle de longueur 4. 11 s’agit de :

{15,371 42a, 57} — {15, 2a}, {37, 57}
{17,37}, {44, 6a} = {37,4a}, {17, 64}
{24,5¢}, {4a, 64} — {24, 4a},{5¢,64}

Pour compléter un scénario, chacune de ces opérations est suivie d’une opéra-
tion DCJ qui scinde le carré résultant en deux. On a donc trois scénarios optimaux
différents pour résoudre le cycle de longueur 6, ce qui nous donne un total de neuf
scénarios différents puisque les opérations DCJ sur les deux cycles initiaux peuvent
étre effectuées de maniere indépendante.

5.3. Dénombrement de scénarios

Dans cette section, nous allons aborder le probleme d’énumérer I’ensemble de tous
les scénarios optimaux qui permettent de transformer un génome en un autre. Lorsque
le graphe de cassures est composé de cycles de longueur 2 ou de cycles complets,
le probleme est relativement simple. C’était le cas, par exemple, des génomes de la
figure 5.4. Le principe de base sera toujours le méme. Pour augmenter le nombre de
cycles équilibrés, il faut diviser un cycle en deux : aucune opération DCJ qui fait
intervenir deux cycles équilibrés ne peut augmenter le nombre de cycles. Il nous fau-
dra donc énumérer tous les scénarios qui résolvent un cycle équilibré, puis énumérer
toutes les décompositions en tels cycles du graphe de cassures.

5.3.1. Scénarios possibles pour un cycle équilibré de longueur 2m

Si I'on choisit deux arétes noires {u, v} et {r, s} dans un cycle de longueur 2m,
une seule des deux opérations DCJ possibles scindera le cycle en deux. Pour s’en
convaincre, il suffit d’appliquer 1’opération alternative au petit cycle de la figure 5.5.
Une opération DCJ dans un scénario optimal est donc caractérisée par une paire
d’arétes noires, et les quatre extrémités impliquées forment un quadrilatere si le cycle
est dessiné sans croisement. L’ effet de 1I’opération DCJ sera de diviser le cycle en deux
a travers les arétes noires.

Comme chaque opération DCJ scinde un cycle en deux, on a le résultat suivant.
PROPOSITION 5.1.— Le nombre d’opérations DCJ pour résoudre un cycle de longueur

2mestm — 1.
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Si I’on trace les quadrilateres correspondant a toutes les opérations d’un scénario
optimal pour un cycle, nous obtenons une quadrangulation du polygone a 2m som-
mets, c’est-a-dire une partition d’un polygone en rectangles non chevauchants. Deux
exemples de quadrangulation sont illustrés dans la figure 5.6 pour un cycle de longueur
2 x 8.

Figure 5.6. Deux quadrangulations parmi les 7752 possibles
d’un polygone a 16 sommets

A T’inverse, étant donné une quadrangulation, celle-ci nous donne tous les scéna-
rios optimaux possibles dont les opérations DCJ partagent les mémes paires d’arétes.

Heureusement, on sait comment énumérer les quadrangulations d’un polygone a
2m sommets et leur nombre est donné par la formule 2ml_1 (37?__13), (Baryshnikov
2001)

5.3.2. (Nombreuses) décompositions en cycles du graphe des cassures

Maintenant que nous connaissons toutes les facons de résoudre un cycle équilibré,
notre prochain objectif est de calculer toutes les facons de décomposer le graphe de
cassures en cycles équilibrés tout en préservant la distance dpcy = n — (¢ +i/2).

Les cycles élémentaires et équilibrés feront partie de toute décomposition en cycles
équilibrés. Le probleme se pose avec les cycles non équilibrés comme, par exemple,
les cycles (57,3, 44, 14,0) et (15,24, 0) de la figure 5.3.

Un cycle non équilibré est caractérisé par la couleur, grise ou noire, de ses deux
arétes incidentes au sommet o : nous distinguerons donc I’ensemble G des cycles gris
et I’ensemble IV des cycles noirs, selon cette couleur.

Une premiere fagon de construire des cycles équilibrés est de se servir des arétes

en pointillé pour équilibrer un cycle non équilibré. Ces arétes en pointillé du graphe de
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cassures permettent de modéliser le fait qu'une opération DCJ peut modifier le nombre
de chromosomes, donc le nombre de télomeres d’un génome, tout en conservant le
méme contenu en genes. (Un de ces réarrangements les plus célebres concerne le
chromosome 2 de I’humain qui résulterait de la fusion de deux chromosomes chez un
ancétre commun de 1’humain et des néandertaliens (IJdo et al. 1991)).

Nf

1q

V
3,9\5.

f

-eeeseeO

o

Figure 5.7. Un cycle non équilibré gris ou noir peut étre fusionné
avec un cycle pointillé de la couleur opposée, noir ou gris,
pour créer un cycle équilibré

Chaque cycle non équilibré est fusionné avec le bon cycle pointillé pour créer
un cycle équilibré. La figure 5.7 montre un exemple de ces fusions pour les deux

cycles (55,3¢,44,1q,0) et (14,24,0).

La distance est préservée, puisque chaque opération DCJ qui scinde 1’un de ces
cycles en deux donne soit un cycle complet et un cycle non équilibré, soit deux cycles
incomplets. Par exemple, le cycle (5¢,3¢,44,1q,0) sera scindé selon les trois qua-
drangulations possibles du cycle augmenté, en :

—(3f,4a,)(55,14,0);
- (5f7 O)(3fa4d7 1d; O) 5
- (1d’o)(5f’3f74d’o)'

Une seconde facon de créer des cycles équilibrés est de fusionner un cycle gris
g € G avec un cycle noir n € N. Le résultat est un cycle équilibré qui passe deux fois
par le sommet o. Dans I’exemple de figure 5.3, les ensembles G et N contiennent un
seul cycle. La figure 5.8 montre les deux fusions possibles (selon le choix des arétes
adjacentes au télomere) pour ces deux cycles. Pour des raisons de clarté, on choisit de
dessiner ces cycles sous forme de cercles ou le sommet o est répété deux fois.

Encore ici, la distance est préservée puisque chaque opération DCJ qui scinde 1’un
de ces cycles en deux donne soit un cycle complet et un cycle non équilibré, soit deux
cycles incomplets.
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Qél.Vl‘d Nf Q4.(Vl°d o\2d

S A

Figure 5.8. Deux facons de fusionner le cycle gris (5¢,3¢, 44, 14,0)
et le cycle noir (1,24, 0) pour créer un cycle équilibré
(les cycles en pointillé ne sont pas utilisés)

5.3.2.1. Calcul du nombre de décompositions

Nous sommes maintenant en mesure d’estimer le nombre de décompositions dif-
férentes du graphe des cassures. En effet, comme les cycles équilibrés appartiennent
a toute décomposition, il suffit de compter le nombre de facons de fusionner les é1é-
ments de G et de N.

Soit j le nombre d’éléments de G et £ le nombre d’éléments de N. On peut sup-
poser que j < /£, car le résultat final sera symétrique par rapport a j et £. Une décom-
position du graphe de cassures est caractérisée par les choix suivants :

1) le choix de k cycles de G qui seront fusionnés avec k cycles de N. Ce choix
peut s’effectuer de (1) fagons, ou 0 < k < j;
2) le choix d’une orientation pour chaque fusion, on a donc 2* possibilités ;

3) les choix, pour chacun des k cycles, d’un cycle de N comme partenaire de
fusion. lyena (£)(£ —1)... (¢ — (k—1)) = k!(}).

Ce qui nous donne la formule :

3 () (1)

Cette somme donne bien les trois décompositions de la figure 5.8 puisque j = ¢ =
1 dans cet exemple. Malheureusement, ce nombre croit tres rapidement ce qui exclut
la possibilité d’examiner chaque scénario optimal en un temps raisonnable, méme
pour des petites valeurs de j. Par exemple, quand j = 16, qui est une valeur plausible
si I’on pense que j est du méme ordre de grandeur que le nombre de chromosomes,
la valeur de cette somme est strictement plus grande que >, _, 2F k!, qui est égale a
1 415 527 220 320 869 563.

La bonne nouvelle est que le nombre de cycles différents qui peuvent apparaitre
dans un scénario demeure restreint. En effet, le nombre de cycles différents obtenus
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de la fusion d’un cycle g € G avec un cycle n € N est 25/, et le nombre de cycles
différents obtenus par complétion est j + £. Pour j = ¢ = 16, ceci donne 480 cycles,
ce qui reste trés raisonnable.

Nous verrons, dans la section 5.4, que certains calculs sur les différents scénarios
optimaux ne dépendent que du nombre de cycles possible, ce qui les rendra applicables
en pratique.

5.4. Données de contact et scénarios pondérés

Jusqu’ici nous avons traité le probleme de réarrangements de maniere tres abs-
traite, au sens ou les opérations DCJ peuvent se produire arbitrairement. En réalité, les
chromosomes d’une cellule habitent un espace en trois dimensions, et la probabilité
d’un réarrangement entre deux brins peut varier beaucoup, selon qu’un chromosome
est entortillé sur lui-méme ou cohabite étroitement avec un autre.

Pour revenir a I’analogie des tuyaux de plomberie, raccorder par erreur la sortie
d’eau chaude de Madame Tremblay de Verdun avec I’entrée d’eau froide de son voisin
d’en haut est beaucoup plus plausible que raccorder la sortie d’eau chaude de Madame
Tremblay avec I’entrée d’eau froide de Monsieur Segura de Montpellier.

Dans cette section, nous introduisons une notion de poids qui va nous permettre
de mesurer la plausibilité d’un scénario optimal. Comme dans plusieurs problemes
d’optimisation, une stratégie gloutonne qui consisterait a choisir la meilleure opération
a chaque étape ne garantit pas que le scénario obtenu soit le meilleur globalement.
En effet, nous savons qu’une opération DCJ sur un cycle réduit considérablement le
choix des opérations subséquentes puisque toutes les opérations subséquentes devront
impérativement se produire a I’intérieur d’un des deux cycles nouvellement créés.

Nous présentons ici un algorithme polynomial qui permet d’explorer tous les scé-
narios optimaux possibles.

5.4.1. Modélisation des données de contact

La figure 5.9 illustre une configuration tridimensionnelle fictive des génomes A =
(0-145-30)(0-8697-20)et B = (0123450)(c67890) de la figure 5.3.
Les adjacences sont représentées, dans cette figure, par des segments de chromosome
en pointillé. On y voit, par exemple, que certaines paires d’adjacences sont beaucoup
plus proches entre elles que d’autres.

Une approche proposée pour mesurer la proximité relative de segments d’ADN
est basée sur le nombre de contacts entre les segments (Lieberman-Aiden ef al. 2009)
mesuré grice a des expériences en laboratoire. Ces données sont ensuite transformées
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en valeurs réelles, sous I’hypothese que la distance physique entre deux segments est
inversement proportionnelle a leur nombre de contacts.
O—.

R :"“h_-/o

S WS

Figure 5.9. Dans le panneau de gauche on voit le premier chromosome du génome
A ainsi qu’une partie du second chromosome. On remarque que l'adjacence {14, 44}
est beaucoup plus proche de l'adjacence {3y,5;} que de 'adjacence {1¢,0}

Pour intégrer ces informations a notre modele, nous associons a chaque adja-
cence {u, v}, le segment 2z d’ADN correspondant. Une opération DCJ sera modélisée
comme dans les sections précédentes en rajoutant I’information quant au sort des seg-
ments impliqués. Par exemple, 1’opération {u, v}, {r, s} — {u,r}, {v, s} deviendra :

({u, v}, 2), ({r, s} y) = ({u,r} @), ({v, 5}, y)
ou ({u,v},x), ({r;s},y) = ({w,7},9), ({v, s}, 2)

selon que les adjacences créées héritent du segment z ou du segment y. La figure 5.10
donne un exemple d’une telle opération.

4 2
fo—Z o

[ ey ]

Z
({25,45},2), ({84, 84}, y) = ({21, 34}, ), ({45, 54}, 9) > (
Y
5¢ Y 34 54 3d

Figure 5.10. Division d’un cycle avec une opération DCJ étiquetée

Le colit d’une opération DCJ impliquant I’adjacence ({u,v},x), ({r,s},y) est
donné par la distance physique entre les segments x et y. Le colit d’un scénario est la
somme des cofits de ses opérations DCJ. Le probleme algorithmique que nous vou-
lons résoudre est le suivant : étant donné deux génomes et une fonction de coiit pour
chaque opération DCJ, calculer le cofit d’un scénario de cofit minimal parmi tous les
scénarios optimaux.

Supposons, pour I’instant, que nous connaissons le cofit minimal pour résoudre
chaque cycle possible des diverses décompositions du graphe de cassures (il y en a
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c+i+2j0+j+£). On peut alors trouver un scénario de cotit minimal avec 1’algorithme
suivant :

— calculer les cofits des c cycles complets et de ¢ cycles incomplets ;
— calculer le cofit des 25 + j + £ cycles fusionnés possibles ;
— trouver un couplage des cycles gris et noirs de colit minimal ;

— calculer le colit total des cycles retenus.

Trouver un couplage des cycles gris et noirs de cofit minimal se rameéne a un pro-
bléme classique de la théorie des graphes : « trouver un couplage parfait de cotit mini-
mum dans un graphe biparti dont les arétes sont pondérées ». Martello (2010) en re-
trace I’historique qui remonte au XIX® siecle. Plusieurs algorithmes polynomiaux ont
été proposés depuis, notamment ceux basés sur la méthode hongroise (Kuhn 1955).

Nous esquissons ici la fagon de construire le graphe biparti dont les sommets sont
a gauche ou a droite. Les sommets de gauche sont les j cycles de G, ainsi que £ cycles
pointillé gris ; les sommets de droite sont les ¢ cycles de IV, ainsi que j cycles pointillé
noir. Soit g € G, g, un cycle pointillé gris, n € N et n, un cycle pointillé noir. Les
colits associés aux différentes arétes reliant ces sommets sont :

—¢(g,nyp) et c(gp, n) sont les colits associés aux cycles fusionnés avec des arétes
en pointillé, comme illustré dans la figure 5.7 ;

—¢(g,n) est le minimum des colits des deux fusions possibles de g et n, comme
illustré dans la figure 5.8 ;

—¢(gp,np) = 0 puisque ces cycles ne contiennent pas de génes.

Un couplage parfait est un ensemble d’arétes qui joignent un et un seul sommet de
gauche du graphe avec un sommet de droite. Donc une solution au probleme de cou-
plage de colit minimum nous donnera une facon de fusionner les cycles non équilibrés
du graphe de cassures a cotit minimal.

Dans la prochaine section, nous résolvons le probleéme du calcul du colit minimal
d’un cycle.

5.4.2. Arbres planaires et algorithme d’exploration

Comme nous 1’avons vu, tous les scénarios optimaux étiquetés pour résoudre un
cycle de longueur 2m ont la méme longueur m — 1 : ce qui les distingue au niveau
de leur cofit est I’ensemble des m — 1 paires d’étiquettes impliquées dans chaque
opération DCJ. En effet, le colit d’'un cycle sera la somme des cofits de ces paires
d’étiquettes.
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Dans cette section, nous établissons une bijection entre les scénarios optimaux
étiquetés pour résoudre un cycle de longueur 2m et les arbres planaires a m — 1
branches qui vont représenter un ensemble de paires d’étiquettes compatibles avec un
scénario d’opérations DCJ. Puis nous allons montrer comment construire efficacement
un arbre de colit minimal.

Nous commengons par le rappel de certaines propriétés des arbres et des arbres
planaires.

5.4.2.1. Arbres planaires

Un arbre est un graphe connexe sans cycles. Un arbre a m sommets a toujours
m — 1 arétes, ici appelées branches. Une feuille est un sommet de degré 1 : un arbre
avec au moins une branche a toujours au moins deux feuilles.

Pour les besoins du texte, nous dirons qu'un arbre est planaire si ses sommets
dans lintervalle [0..m — 1] sont placés, dans cet ordre, sur des points équidistants
d’un cercle et dont les branches ne se croisent pas. Notons que, dans ce cas, les
branches d’un arbre planaire sont toutes des cordes du cercle, on peut donc asso-
cier aux branches leur longueur et ordonner celles-ci en ordre non décroissant. La
figure 5.11 montre un arbre planaire a huit sommets. Les branches les plus courtes de
cet arbre sont {1, 2}, {3,4} et {6, 7}. Les plus longues sont {0, 3} et {0,5}.

Un intervalle de sommets consécutifs sur le cercle 2 m sommets sera noté [i..j].
Dans le contexte d’un cercle, cette notation doit étre interprétée comme 1’ensemble des
sommets allant de ¢ a j en parcourant le cercle dans le sens des aiguilles d’une montre.
Par exemple, dans la figure 5.11, I'intervalle [1..3] désigne ’ensemble {1, 2, 3}, alors
que D'intervalle [3..1] désigne I’ensemble {3,4,5,6,7,0,1}. Chaque branche {i,j}
d’un arbre planaire P A m branches détermine deux sous-arbres de P, notés P[i..j] et
PJj..i], qui contiennent les sommets ¢ et j ainsi que les sommets entre 4 et j de part et
d’autre de la branche.

Enfin, nous aurons besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.2.— Dans un arbre planaire, il existe au moins une feuille qui est
adjacente a une de ses voisines sur le cercle.

DEMONSTRATION 5.1.— Soit 7 une feuille de I’arbre P, j ’'unique sommet adjacent a
1, et tel que la branche {7, j} est de longueur minimale. Comme {4, j} est une branche,
Pli..j] et P[j..i] seront tous les deux des arbres. Si I'un de ces arbres ne contient
qu’une seule branche, alors la feuille ¢ est adjacente a I’'une de ses deux voisines sur
le cercle.

Sinon, supposons que le nombre de sommets de P[i..j] est inférieur ou égal a celui
de P[j..1], alors toutes les branches de Pli..j] sont plus courtes que la branche {1, j}.
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Comme I’arbre P[i..j] a au moins deux feuilles, I'une d’entre elles appartient a I’arbre
P, ce qui contredit I’hypothése que la branche {4, j} est de longueur minimale.  [J

4 P

R

Figure 5.11. Arbre planaire & 8 sommets inscrit dans un cercle

5.4.2.2. Bijection entre scénarios étiquetés et arbres planaires

Notre objectif est de trouver un scénario optimal de colit minimal pour un cycle
équilibré de longueur 2m. Comme le cofit d’un scénario est égal a la somme des cofits
des paires d’étiquettes impliquées dans une opération DCJ, nous considérons comme
équivalents deux scénarios qui impliquent le méme ensemble de paires d’étiquettes.
Dans cette section nous donnons une bijection entre les ensembles de paires d’éti-
quettes et les arbres planaires.

Soit un cycle équilibré de longueur 2m étiqueté par les segments d’ADN
(zo,21,...,Zm—1). Le choix de x( est arbitraire, mais les autres doivent respecter
I’ordre induit par le cycle.

Etant donné un scénario optimal étiqueté, donc de longueur m — 1, on lui associe
I’arbre planaire sur m sommets de la facon suivante : si une opération DCJ implique
la paire d’étiquettes {x;, z; }, alors on ajoute la branche {i, j}. L’arbre correspondant
ne dépend que de I’ensemble des paires d’étiquettes. Le résultat est un arbre planaire
car deux branches croisées impliqueraient que 1’une des opérations DCJ du scénario
agirait sur deux cycles différents.

Inversement, étant donné un arbre planaire, on construit récursivement un scénario
de longueur m—1 en remarquant que si une feuille ¢ est adjacente a une de ses voisines
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j=(i+1) mod mouj = (i—1) mod m, on peut toujours effectuer une opération
DCIJ étiquetée qui crée un nouveau cycle de longueur 2 avec I’étiquette x;. Le long
cycle restant est de longueur 2(m — 1), et aucune des opérations DCJ nécessaires
pour le résoudre n’implique I’étiquette x;, puisque cette derniere était une feuille. La
proposition 5.2 garantit ’existence d’une telle feuille.

5.4.2.3. Construction d’un arbre de colt minimal

Les données de contact nous permettent de calculer le colit ¢(z;, z;) associé a une
opération DCJ impliquant les étiquettes z; et x;, donc le colt c(4, j) associé a une
branche {i, j} d’un arbre planaire.

Par exemple, en agrandissant le génome fictif de la figure 5.9, on obtient des
distances relatives entre les paires d’adjacences. Les adjacences impliquées corres-
pondent au cycle du panneau de gauche de la figure 5.8.

Figure 5.12. Un gros plan des adjacences des génomes fictifs. On note, par exemple,
que la distance entre l'adjacence {3y, 5y}, étiquetée pari = 0, et I'adjacence {14,44},
étiquetée par j = 1, est de 64. On en déduit le codt ¢(0,1) = 64

Donc nous réduisons le probleme de trouver le colit minimal pour un cycle de lon-
gueur 2m a celui de trouver un arbre planaire P de cofit minimal c,,,;,, dans I’ensemble
Plo..m—1] de tous les arbres planaires avec les sommets dans I’intervalle [0..m — 1].
En général, si [k..£] est un sous-intervalle de [0..m — 1], nous noterons Cyin(Pk..¢])
le colit minimal d’un arbre planaire dont les sommets sont [k..¢] dans le cercle de
taille m.
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Soit {i, j} une branche d’un arbre planaire P. Le colt ¢(P) peut étre calculé au
moyen de la formule suivante qui nous sera utile pour construire une formule de ré-
currence :

c(P) = c¢(Pli..j]) + c(P[j..1]) — c(3,7)

En scindant le cercle en deux le long de la branche {i, j }, on peut ramener le calcul
du coiit d’un arbre dont I’ensemble des sommets est [0..m — 1] au coiit de deux arbres
sur des cercles plus petits. Ces deux arbres sont des €léments des ensembles P; ;) et
P(;..q et qui contiennent nécessairement la branche {i,j}. Le probleme se réduit donc
au calcul du cofit minimal d’un arbre P dans P;_;, sachant que la branche {3}
appartient & P, ce que nous noterons Cpin (P, ;1{%,7})-

En testant chacune des cordes {i,;} possibles du cercle dont les sommets sont
[k..£], on en déduit I’équation :

Cmin(P1=(k..01) = igljiélz {emin(Ppi. jjnzl{t:5}) + cmin(Py.qnzl{d,7}) — (i, 5)}

Comme les sommets 7 et j sont voisins dans P;__jjn[x..¢» un arbre planaire conte-
nant cette branche peut se décomposer en deux sous-arbres PJi..s] et P[sT..j], ot s
est le sommet suivant s dans le cercle [k..¢], donc s + 1 sauf si s = ¢, et on calcule le
colit minimal sur toutes les valeurs de s :

Cmin (P[l]]ﬂz‘{z7]}) = se[injl'ifnl]ﬂI{C(i’ j) + Cmin (P[ls]) + CMZ‘W/(,P[SJruj])}

sachant que Cpin (Ppi..i)) = 0.

Une fagon efficace de calculer Cmin(P[O..m—l]) est de calculer les valeurs de
Cmin(Pi. jink..q{i,7}) et de cmin(Pyi. ) pour toutes les cordes {i,j} du cercle,
des plus courtes jusqu’aux plus longues. Les calculs sont élémentaires et, pour
donner une idée du processus, nous montrons deux extraits des calculs pour le cycle
(5¢,3f,44,14,0,15,24,0), et en utilisant la matrice colits c(i, j) donnée par les
valeurs de la figure 5.12. La valeur de ¢, (Pz— [o.. 3]) est donnée par :

cmin(Ppo..11nz{0,1}) + cmin(Pu..0jnzl{0,1}) — ¢(0,1)

cmin(Ppo..21nz[{0,2}) + cmin(Pl2..0)nz[{0,2}) — ¢(0,2)

) R cmin(Po..31nz{0,3}) + cmin(Pi3..0nz[{0,3}) — ¢(0,3)*
len(PI=[0~3]) = Iin Cmin(Pp..2)nz{1,2}) + cmin(Pr2..11nz{1,2}) — ¢(1,2)
Cmin(Pp..3)nz{1,3}) + cmin(Ps..11nzl{1,3}) — ¢(1,3)

Cmin(Pi2..31nz{2,3}) + cmin(Pi3..21nz1{2,3}) — ¢(2,3)

Puisque les sommets 0 et 3 sont voisins, cmnin(Ps..0nz[{0,3}) = ¢(0,3), donc
I’expression étoilée est égale & cnin (Plo..3)n[0..3[{0, 3}), donc a:

¢(0,3)+cmin(Po..0)+emin(Pp..3))

Cmin (P[O,.S]ﬂ[o..?)] ‘{0, 3}) = min {C(0=3)+Cmin(77[o..1])+Cmin(73[2..3])*
¢(0,3)+cmin(Plo..21) +Cmin(Pis..31)
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Figure 5.13. Décomposition de I'arbre contenant la branche {i, j}
en deux sous-arbres Pli..s] et P[s*..j]. Un des deux sous-arbres
peut potentiellement étre vide

De nouveau, I’expression étoilée se calcule facilement et donne ¢(0, 3) 4 ¢(0,1) +
¢(2,3) = 55 + 64 + 38 = 157, ce qui est le minimum recherché, et I’arbre planaire
correspondant contient les branches {0, 3}, {0, 1} et {2, 3}. La figure 5.14 montre ce
scénario de poids minimal, I’arbre planaire reliant les arétes étiquetées par [0, 1, 2, 3]
ainsi que le scénario correspondant sur les génomes.

5.5. Conclusion

Ce chapitre a couvert diverses techniques qui permettent de comparer les positions
des genes communs de deux especes, autant dans leur organisation linéaire que tri-
dimensionnelle. La comparaison de deux génomes apporte une quantité limitée d’in-
formations, comme le nombre minimal d’opérations DCJ qui séparent deux especes,
mais la nature et I’ordre de ces opérations reste généralement non résolu : pour y ar-
river, il faut comparer un grand nombre d’espéces simultanément ou introduire plus
d’informations biologiques.

Pendant la majeure partie du XX° siecle, les données sur I’ordre des genes étaient
pratiquement inexistantes. Les expériences du groupe de Morgan avaient déja mis en
lumiere les relations possibles de 1’organisation des genes de quelques especes de
mouches drosophiles de Californie. Comme le nombre de réarrangements était res-
treint, ils ont pu reconstruire les relations phylogénétiques entre ces especes avec des
techniques élémentaires (Sturtevant et Dobzhansky 1936).

Une des premieres études systématiques impliquant plusieurs especes, parue dans

le journal PNAS en 1992, compare I’ordre des genes dans 16 mitochondries d’insectes
et donne un premier cadre formel pour cette problématique (Sankoff et al. 1992). Cet
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article a constitué le coup d’envoi de la course aux premiers algorithmes efficaces pour
résoudre le probléme de la distance d’inversions entre deux génomes (Hannenhalli et
Pevzner 1995).

Figure 5.14. Le scénario de poids minimal pour le cycle (5¢,3f,4a,14,0,1¢,24,0).
Larbre planaire associé est composé des arétes {0,1}, {0,3} et {2, 3}. La colonne
de droite montre l'effet des opérations DCJ sur les génomes A et B

Ces calculs de distance permettaient deés lors d’appliquer des techniques rapides
de construction d’arbres phylogénétiques (voir chapitre 6). Les modeles de réarrange-
ments génomiques se sont multipliés et affinés au cours des trente dernieres années : en
plus des inversions, toute une panoplie d’opérations biologiques a été définie pour
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s’adapter aux différentes branches de 1’arbre de la vie. Nous conseillons au lecteur de
se référer a (Fertin et al. 2009) pour une étude approfondie du sujet.

Aujourd’hui, le séquencage du génome d’une espece est presque devenu une rou-
tine, et les données biologiques s’accumulent beaucoup plus vite que les outils d’ana-
lyse. Il reste d’autre part un important travail a faire avant que les techniques dévelop-
pées dans ce chapitre puissent étre appliquées a grande échelle. Une premiere difficulté
vient du fait que plusieurs génomes sont reconstruits a partir de courtes séquences en
utilisant un génome d’une espece proche comme référence, ce qui tend a masquer cer-
tains réarrangements récents. Nous avons aussi supposé, en début de chapitre, que le
probleme de décider si deux genes sont homologues était résolu et que les génomes ne
comportaient pas de genes dupliqués ou manquants. Dans la réalité biologique, hélas,
ces hypotheses sont rarement vérifiées.

Larsenal pour attaquer ces problémes est a la fois technologique et informatique.
Le séquencage des génomes devient de plus en plus performant, et I’assemblage de
courtes séquences fait place a la lecture directe de tres longues séquences d’ADN
(Wenger et al. 2019). L’identification de genes homologues integre peu a peu des in-
formations qui completent la simple ressemblance comme le voisinage d’un gene dans
son génome ou sa généalogie individuelle par rapport a celle de son espece (Chauve
et al. 2013). Lorsque le nombre de geénes dupliqués est restreint, les techniques de
programmation linéaire permettent de maitriser I’explosion combinatoire des calculs
nécessaires (Shao et al. 2015 ; Simonaitis et al. 2019).

A long terme, 1’objectif est de comprendre quand, comment et pourquoi les réar-
rangements ont contribué a la diversité biologique que 1’on observe. Nous avons au
moins un autre siécle pour y arriver.
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